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МОДЕЛИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ ПЛОТНОСТИ СЖИМАЕМЫХ МАТЕРИАЛОВ 

 
Анализ пластического течения пористых материалов (порошковых, гранулированных 

и т. п.) проводят на основе определяющих соотношений для сжимаемых материалов, полу-
ченных с использованием поверхности нагружения вида [1]: 

 

,2222

ss δσσβσασ ==+ пи   (1) 
 

где α , β  и δ  – функции относительной плотности р (одна из трех несущественная);  
VVp п /1−=  и других характеристик материала и процесса деформирования (темпера-

туры и т. д.);  
пV  – объем пор в пористой заготовке; V – объем пористой заготовки;  

( ) ijijи 2/3 ss=σ  – интенсивность напряжений;  

ijs  – компоненты девиатора напряжений;  
3/iiσσ =  – среднее напряжение (гидростатическое давление); 

sσ , пsσ – соответственно напряжения текучести материала основы и пористого тела. 
Ассоциированный с (1) закон течения дает зависимости между деформациями и на-

пряжениями при пластическом течении ПМ в виде: 
 

[ ]92s3e ijijij δ+α= βσλ&& ; (2) 
 

βσλ&&& 2ee ii ==v ; (3) 
 

ijijijij s33ee αλ=δ−=ε &&&& v ;   (4) 
 

ии σελ 2&& = , (5) 
 

где ije&  и ijε& – компоненты тензора и девиатора скоростей деформации;  

βαεε /е/ 22
ии v&&& +=  – интенсивность приведенных скоростей деформаций ПМ;  

32 ijijи εεε &&& =  – интенсивность скоростей деформаций; 

vе&  – скорость объемной деформации;  
22

ии βσασσ +=  – интенсивность приведенных напряжений. 
Приведенные соотношения теории пластичности сжимаемых материалов показывают, 

что одним из ключевых вопросов теории пластичности  изотропного сжимаемого материала, 
является определение функций α , β  и δ  (одна из трех несущественная). Из (1) следует: 
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где o
тпσ , o

сσ  – величины полуосей эллипсоида (1) в плоскости σσ −и . 
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Как видно из (6) функции α , β  и δ  определяют полуоси эллипсоидной предельной 
поверхности и соотношение между полуосями в процессе деформации, а, следовательно, оп-
ределяют упрочнение пористого материала вплоть до его беспористого состояния. Для опре-
деления  α , β  и δ  необходимо произвести два независимых эксперимента, так как на лю-
бой стадии деформирования предельная поверхность эллипсоидного типа (1) определяется 
единственным образом по двум известным точкам. В идеальном случае это должно быть ис-
пытание на чистый сдвиг ( 0=σ ) и всестороннее равномерное сжатие ( 0и =σ ). Оба этих ис-
пытания на практике не применяются: первое из-за малой пластичности пористого материа-
ла, а второе – из-за отсутствия соответствующего оборудования. Более того, как правило, 
определение функций α , β  и δ  осуществляется на основании одного вида испытаний – на 
одноосное сжатие цилиндрических образцов плоскими плитами, что некорректно. 

Определение функций плотности по результатам испытания на осевое сжатие осуще-
ствляется следующим образом [2]. Так как qz −=== σσσ ϕρ ,0 , то:

  

 

.3/2;3/;3/; qsqssqq zи −===−== ϕρσσ   (7) 
 

Осуществляя ступенчатое нагружение, в результате эксперимента определяют вели-
чины осевого давления q, плотности р и коэффициента поперечной деформации 

zр dede /ρμ −= . 
Подставляя (7) в (2), получают формулу, связывающую коэффициент поперечной де-

формации рμ  с функциями плотности при осевом сжатии: 
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Подставляя величины иσ  и σ  из (7) в (1), получают второе уравнение, связывающее 
функции плотности между собой: 99 =+ βα , которое совместно с (8) дает искомые функции: 

 

qssspp ==−=+= п
22

п ;/);21(3;3/)1(2 σσσδμβμα .  (9) 
 

По существу эллипс в плоскости σσ −и , описываемый уравнением (1) по результатам 
испытания только на осевое сжатие, строится по точке, определяемой концом вектора с ко-
ординатами qи =σ  и 3/q−=σ . Однако точка с такими координатами может принадлежать 
бесчисленному количеству эллипсов в плоскости σσ −и . 

Целью данной работы является уточнение методики экспериментального определения 
функций плотности и ее апробация на основе физических и виртуальных экспериментальных 
работ. 

Корректная методика определения функций плотности может быть реализована на 
основе использования двух видов доступных испытаний: одноосного сжатия цилиндриче-
ских образцов плоскими плитами и сжатия призматических образцов в условиях плоской 
деформации. 

Испытание на сжатие в условиях плоской деформации можно произвести, если обра-
зец в виде параллелепипеда c размерами bh ⋅⋅l  осаживать ступенчато между двумя жестко 
установленными гладкими плитами (рис. 1).  

Путем измерения размеров деформируемого образца и гидростатического взвешива-
ния после каждой ступени нагружения может быть получена необходимая информация для 
расчета приращений деформации и текущих относительной плотности p и пористости v : 

 

)/( 0hhndеz l= ;  )/(ndе 0lll=х ; еу = 0;  р = v−1 , (10) 
 

где h, h0, l , 0l  – текущая и начальная высота и длина параллелепипеда; размер b  
(ширина) остается неизменным, т. к. еу = 0. 
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Рис. 1. Эскиз штампа для испытания образцов из спеченных порошков на сжатие  

в условиях плоской деформации: 
1 – верхний пуансон; 2 – боковая плита; 3 – дистанционная втулка; 4 – стяжной болт; 

5 – нижний пуансон 
 
В процессе каждой ступени нагружения фиксируется также сила Р, соответствующая 

началу пластического течения. В результате, на основании экспериментальных данных, рас-
считываются зависимости: давления от текущей плотности – qпд(р) = P (p) / hl ; давления от 
степени деформации – qпд = qпд( 0ε )= )( 0

*
п εσ s ; плотности от степени деформации: p = p( 0ε ). 

Давление, соответствующее началу пластического течения сжимаемого материала 
в условиях однородной плоской деформации по аналогии с общепринятым обозначением 
в теории обработки металлов давлением несжимаемых материалов, обозначено через *

пsσ . 
Формулы (10) дают возможность рассчитать по экспериментальным данным зависи-

мость коэффициента поперечной деформации от плотности: 
 

)(de/)(de)( ppp zxp −=′μ .  (11) 
 

Для рассматриваемого случая соотношения (2) в приращениях примут вид: 
 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +λ= βσα

9
2sd3de xx ; ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ += βσαλ

9
2sd3de yу ; ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ += βσαλ

9
2sd3de zz . (12) 

 

Тогда из (11) и (12), имеем: 
 

βσα
βσαμ

29
29
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Из второго уравнения (12) при dey = 0 следует: 
 

βασ 2/9 ys−= .   (14) 
 

Учитывая, что 0=хσ , тогда zy σσσ +=3  = σ2++ zy ss , откуда имеем: 
 

zy ss +=σ . (15) 
 

Приравнивая (14) и (15), а также, учитывая, что 0=++ zyx sss , получаем: 
 

βα
α

29
9
+

−= z
x
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β
29

2
+

−= z
y

ss  .  (16) 
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Выразим величину zs  через экспериментальную функцию qпд = qпд(р). Для этого за-
пишем выражение для zσ = – qпд с учетом (14) в виде: βασ 2/9 yzz ss −= , откуда, подставляя 
первое соотношение (16), получаем: 

 

βα
βα

+
+

⋅−=
9

29
2

qпд
zs .   (17) 

 

Соотношение (17) позволяет выразить и другие компоненты девиатора напряжений 
(16) через экспериментальную функцию qпд = qпд(р): 

 

βα
α
+

⋅=
9

9
2

qпд
xs ;  

βα
β
+

=
9

qпд
уs  . (18) 

 

Подставляя (14), (17) и (18) в (13), получаем формулу, связывающую эксперименталь-
ную функцию рμ′  с функциями плотности при испытании на осадку в условиях плоской де-
формации: 

 

( )
( )βα

βαμ
49
29

+
−

−=′р . (19) 
 

Из (8) и (19) находим β , а из (1) полагая qsп ≈σ  с учетом (7) находим α : 
 

( ) ( )
p

pp

p

pp

μ
μμ
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3
22

;
23

. (20) 

 

Изложенная методика была апробирована на результатах физических и виртуальных 
экспериментов. 

Физические эксперименты были проведены с использованием медного порошка марки 
ПМС-Н. Из порошка были получены брикеты, плотность которых после спекания составила: 
0,78; 0,83. Из брикетов вырезались образцы в виде кубиков с размерами: 18 × 18 × 18 мм. Все 
грани кубиков подвергались шлифованию в размер. Для испытания на сжатие в условиях пло-
ской деформации использовался штамп, эскиз которого показан на рис. 1. 

Деформацию производили на прессе Instron 1255, обеспечивающем точность измере-
ния хода ползуна ± 0,01 мм и точность измерения силы деформации ± 2 %. Деформация всех 
партий образцов производилась ступенчато с промежуточными разгрузками для измерения 
текущих размеров и плотности. Плотность определялась гидростатическим взвешиванием. 
Для уменьшения влияния сил трения применялись полиэтиленовые прокладки и смазка ли-
тол. Шаг изменения степени деформации составлял 0,02…0,04. Испытания прекращали по-
сле образования магистральных трещин, приводящих к нарушению целостности образцов. 

Далее по методике, описанной в [3] были проведены виртуальные эксперименты по 
осадке конечно-элементных (КЭ) моделей представительных объемов в условиях одноосного 
сжатия и сжатия в условиях плоской деформации, для тех же начальных относительных 
плотностей рн = 0,78 и рн = 0,83. Для этого выбрана прямоугольная двумерная область разме-
ром 100 × 50 КЭ. Из них для рн = 0,78 количеству КЭ равному 00,78 × 100 × 50 присвоены 
свойства материала основы, а количество КЭ равное 0,22 × 100 × 50 случайным образом уда-
лено. Для рн = 0,83 количеству КЭ равному 0,83 × 100 × 50 присвоены свойства материала 
основы, количество КЭ равное 0,17 × 100 × 50, также случайным образом удалено. Свойства 
материала основы для виртуального эксперимента задавались функцией 15,0

0s 435 εσ = . 
Сопоставление результатов физического и виртуального экспериментов производи-

лось для двух видов испытаний по величине погрешности при расчете текущих давлений 
осадки пористого материала q и qпд и коэффициентов поперечной деформации pμ  и pμ′  со-
ответственно при осевом сжатии и сжатии в условиях плоской деформации. Результаты со-
поставления показаны на рис. 2 и 3. 
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Рис. 2. Зависимости давления осадки образцов из пористой меди sпσ  от степени  
деформации 0ε  при одноосном сжатии (а) и плоской деформации (б), полученные в результате 
физического эксперимента (кривые 2, 3) и виртуального эксперимента (кривые 4, 5):  

1 – кривая упрочнения материала основы; 2 – рн = 0,83; 3 – рн = 0,78; 4 – рн = 0,83;  
5 – рн = 0,78 

 
На рис. 2 приведены экспериментальные зависимости q и qпд от степени деформации 0ε  

(кривые 2, 3), и аналогичные зависимости по результатам виртуального эксперимента (кри-
вые 3, 4), полученные при испытании спеченных образцов из медного порошка с различной 
начальной плотностью на одноосное сжатие (рис. 2, а) и сжатие в условиях плоской дефор-
мации (рис. 2, б). 

На рис. 3 приведены экспериментальные зависимости pμ  и pμ′  от текущей плотности р 
(кривые 1, 3), и аналогичные зависимости по результатам виртуального эксперимента (кри-
вые 2, 3), полученные при испытании спеченных образцов из медного порошка с различной 
начальной плотностью на одноосное сжатие и сжатие в условиях плоской деформации. 

 

 
Рис. 3. Зависимости коэффициентов поперечной деформации pμ  и pμ′  при осевом 

сжатии (кривые 3, 4) и сжатии в условиях плоской деформации (кривые 1, 2) образцов из  
пористой меди от плотности, полученные в результате физического эксперимента (кривые 1, 3) 
и виртуального эксперимента (кривые 2, 4) 
 

Приведенные на рис. 3 экспериментальные данные показывают, что на зависимости 
коэффициентов поперечной деформации pμ  и pμ′  от плотности практически не оказывает 
влияния начальная плотность. На рис. 3 кружочки соответствуют плотности рн = 0,78, а тре-
угольники – рн = 0,83. Поэтому данные физического эксперимента аппроксимированы ли-
нейной зависимостью. С использованием экспериментальных зависимостей произведен рас-
чет функций плотности двумя способами: по формулам (9) и по формулам (20), полученным 
в соответствии с уточненной методикой (рис. 4). 



Обработка материалов давлением  № 4 (25), 2010  
 

83

 
Рис. 4. Результаты расчета функций плотности (1 – по формулам (20); 2 – по формулам (9) 
 
Результаты расчета показывают, что рассчитанные по уточненной методике зависи-

мости )( pα  и )( pβ  отличаются от результатов их определения по одному виду испытаний – 
одноосному сжатию. Причем уточненные зависимости показывают более значительный 
вклад в уплотнение пористого тела сдвигового механизма уплотнения. 

 
ВЫВОДЫ 

Разработана уточненная методика экспериментальных исследований функций плот-
ности эллипсоидального условия пластичности пористых материалов, основанная на исполь-
зовании результатов испытания пористых материалов при двух видах испытаний: одноосное 
сжатие и сжатие образцов в условиях плоской деформации. 

Проведена апробация новой методики определения функций плотности на основе фи-
зических и виртуальных экспериментальных работ, а также сравнение результатов их опреде-
ления по традиционной методике. Полученные данные свидетельствующие о значительной 
разнице между функциями плотности при их определении по новой и традиционной методике. 

Приведены новые данные, подтверждающие адекватность моделирования механиче-
ских и реологических свойств пористых материалов путем проведения виртуальных экспе-
риментальных работ на основе КЭ-модели представительного объема (материальной точки) 
пористого тела со случайно распределенными прямоугольными пустыми КЭ-элементами, 
имитирующими свойства пор. 

 
Работа выполнялась в соответствии с Федеральной целевой программой «Научные и научно-педагогические 

кадры инновационной России» на 2009–2013 гг., мероприятие 1.2.1 (ГК № 1123). 
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